3. A RUGALMASSAGTAN ENERGIA ELVEI

A rugalmassagtan egyenletrendszerének egzakt és kdzelité megoldasai energia elvekre alapozva is eléallithatok.

3.1. Alapfogalmak

3.1.1. Kinematikailag lehetséges elmozdulasmezé

Jelglese: U =Y (r)=u(xy.z) .
A tovéabbiakban * jellel (csillaggal) jeldliink minden kinematikailag lehetséges mennyiséget.

Ertelmezés: egy elmozdulasmezd kinematikailag lehetséges, ha:

- folytonos és a hely szerint elegendden sokszor differencialhat6 a test v térfogatan (ekkor a kom-
patibilitasi egyenlet identikusan teljesiil):

A=F(wv+vei)
= 2

) o*

- kielégiti a kinematikai peremfeltételt a test (A‘ ) feliiletén: - — Uo ,

ahol Yo eléirt (ismert) elmozdulas.
A kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6bdl kinematikailag lehetséges alakvaltozasi mezé és kinematikai-

lag lehetséges fesziiltségmezo is eldallithato.
ézl(ﬁoV+Von
A kinematikailag lehetséges alakvaltozasi mezo: .

EZZG(A+ YA gj
A kinematikailag lehetséges fesziiltségmez6: = 1-v =

A kinematikailag lehetséges fesziiltségmez6 az egyensulyi egyenleteket és a dinamikai peremfeltételeket altala-

'V+q¢0és F-n;tpo'

ban nem elégiti ki, azaz a v térfogaton E az A felilleten =
Ha az egyensulyi egyenletek és a dinamikai peremfeltételek is kielégiilnek, akkor U(x,y,z)=u(xy.z) a valo-
sagos (tényleges) megoldas.

Egy peremérték feladatnal végtelen sok kinematikailag lehetséges elmozdulasmezé allithatd eld. Ezek koziil
csak egy van, amely a peremérték feladatnak valosagos (tényleges) megoldasa.

3.1.2. Statikailag lehetséges fesziiltségmez6

Jelolése: E =£(f) ZE(X’ y Z).

A tovabbiakban  jellel (feliilvonassal) jel6liink minden statikailag lehetséges mennyiséget.
Ertelmezés: egy fesziiltségmez6 statikailag lehetséges, ha
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- kielégiti az egyensulyi egyenleteket a test v térfogatan:

Tl Il
=)
Il
=
o

. C e A
- kielégiti a dinamikai peremfeltételeket a test P feliiletén: ,
ahol Po el6irt (ismert) feliileti terhelés.

A statikailag lehetséges fesziiltségmezdbdl statikailag lehetséges alakvaltozasi mez6 is eldallithato.
Statikailag lehetséges alakvaltozasi mez6 az altalanos Hooke-torvény segitségével szamithato:

1 F_ Y FE

2G\= 1l+v = .
A statikailag lehetséges alakvaltozasi mezd és a beldle szamithato statikailag lehetséges elmozdulasmezd a
VxAxV#0 U= u,

13>

kompatibilitasi egyenleteket €s a kinematikai peremfeltételeket altalaban nem elégiti ki:
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Ha a kompatibilitasi egyenlet és a kinematikai peremfeltételek is kielégiilnek, akkor E(X’ .2) ZE(X’ Y.2) a

feladat valosagos (tényleges) megoldasa.

Egy peremérték feladatnal végtelen sok statikailag lehetséges fesziiltségmez6 allithato eld. Ezek koziil csak egy
van, amely a peremérték feladatnak valdsagos (tényleges) megoldasa.

3.2. A virtualis munka elve

*

l(r . o F(r : _ . .
Legyen u (r) egy kinematikailag lehetséges elmozdulasmezd, =( ) pedig egy statikailag lehetséges fesziilt-
ségmez6. Nem sziikséges, hogy ezek ugyanahhoz a peremérték feladathoz tartozzanak.

Két kinematikailag lehetséges elmozdulasmezd kiilonbségét virtudlis elmozdulasmezonek is szoktak nevezni:

* *

ol =uUi—Uz

A virtualis munka elvét az egyensulyi egyenletekbdl kiindulva allitjuk el6:

F-V+G=0

Az egyensulyi egyenletet szorozzuk meg balrdl skalarisan U _val.

A zarodjel azt fejezi ki, hogy ¥ csak a zardjelen beliili mennyiségre hat. Vegyiik mindkét oldal térfogati integ-
raljat a test teljes \ térfogatara:

Az integranduszt masképp felirva:

[l

_( - v)
Ebben az egyenletben megjelent a kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6 derivalt tenzora: ( .

A kinematikailag lehetséges elmozduldsmezd derivalt tenzora felbonthaté szimmetrikus és ferde szimmetrikus
részre:

>

+

(o
& »

szimmetrikus  ferdeszimmetrikus

* *

Itt = a kinematikailag lehetséges alakvaltozasi tenzor, mig = a kinematikailag lehetséges forgato tenzor.

U‘(E‘V):[U'E‘VJ—E“(A'FZ)-
Ezt figyelembe véve: N TN

Bizonyithato, hogy egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus tenzor kétszeres skalaris szorzata mindig nul-

F-¥=0
la; = = .
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uq}dv 0
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'VJ—E“
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Felhasznalva a Gauss-féle integralatalakitasi tételt: () (A

Ezt felhasznalva:

A virtualis munka elvének legdltalanosabb alakja:

[(E-A)ov=]aaav s [uE nd
N ) A

(v

A virtualis munka elvének ez az alakja ugyanarra a testre vonatkozik, de nem ugyanarra a peremérték feladatra.

A virtudlis munka elvét felirhatjuk ugyanarra a peremérték feladatra is. Mivel A=A VA, , ezért a feliileti in-
tegral igy két részre bonthato:

I(E..;Ajdvzj&-qu+ jUO-E-ﬁdA+ f l}'ﬁo dA
V) (A) (A)

’) pedig a megadott feliileti erérendszer munkaja egy virtualis elmozdulas mezon.

A virtualis munka elve valosagos elmozdulas, alakvaltozas és fesziiltség mezdkre is igaz. A virtualis munka elve
anyagtorvénytol fliggetleniil érvényes.

Ha a virtualis munka elvét két kiilonb6z6 kinematikailag lehetséges elmozdulas mezdre irjuk fel és ezt a két
egyenletet egymasbol kivonjuk, akkor az Gn. virtudlis elmozdulds elvét kapjuk:

j( 5A)dv ja Gdv + | &d-p, dA
V) (A)

SU=U1—l, o A=A -A , valamint

ﬁzpo_

Il

Az elv felirasanal felhasznaltuk, hogy

3.3. A teljes potencialis energia minimuma elv

A teljes potencidlis energia minimuma elv konzervativ erérendszerek esetén érvényes.
Konzervativ erérendszer: olyan erérendszer, amely hatdsa soran nem 1€p fel disszipacio (energiaveszteség, azaz
vissza nem nyerhetd energia).

A teljes potencialis energia értelmezése: IT=U-W,

A teljes potencialis energia az alakvaltozasi energianak, azaz a bels6 erdrendszer potencialjanak és a kiilsé eré-
rendszer potencialjanak 0sszege.

A kiils6 erdrendszer potencialjat formailag a kiilsé erérendszer munkéjanak minusz egyszeresével irjuk fel:
I1= ljE--/_Aolv - fu-dav - [ u-p,dA
2 V)_ o v) (A)

alakvaltozasienergia térfogati erérendszer munkaja felileti erérendszer munkaja

A teljes potencidlis energia minimuma elvnél az U elmozdulasmezd az elsédleges (primer) ismeretlen:
=r1(d).
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Az A alakvaéltozasi- és az F fesziiltségmez6 az U -bdl szarmaztatott (masodlagos) mennyiség.

Egy U kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6hoz is szamithato [] kinematikailag lehetséges potencialis
energia:

A kinematikailag lehetséges alakvaltozasi energia az

T
=555 Adv

Osszefiigges segitségével szamithatd, amelyben

Al EJ és é %(uOV+V u)

£=2G(§+

A minimum bizonyitasa:

Ui # U2 legyen két, ugyanarra a peremérték feladatra vonatkozo kinematikailag lehetséges elmozdulasmezd.

[L-11, =U2—U1—J (Uz—ljlj'qdv - J- (UZ—Ulj' p, dA
) (%)

v

Atalakitas az U értelmezésének és a virtudlis munka elvének felhasznalasaval:
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j(uz—alj F-nidA= (UZ—JJE idA+ | (l]z—ﬁlj-p’odA
(A) A 2 (%)
-0

Mivel

Az alahuzott tagokat helyettesitsiik vissza a IT,-1L potencialis energia kiilonbségbe:

ﬂz—ﬂlzéj(F A -F, éjdV—(J)E--(é—éjdvl

=2 =2 =1

V)

I ox

A tényleges megoldas legyen: U =u ,
A=A
=1 =,
E=F,=F

=N

Egy kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6hoz tartozé mennyiségek pedig legyenek:

* *

U, =0
A=A
=2 =
F =F
=2 =
(1113 || E-A-F-a-2e - A=) av
A kiilonbség: V)
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Atalakitas:

Ha fennallna az
Tovabbi atalakitasok:

Osszefiiggés, akkor éppen az integranduszt kapnank.

F-E=(p € +p, € +p,°6 ) (€6 +€ 6 +€ 6, )=
o €& +p, € +p,-€=0,+0,+0,=F.

Szimmetrikus tenzorok kétszeres skalaris szorzasanal a tényezok sorrendje felcserélhetd:
F-E=E--F=0,+0,+0,=F

Ezt felhasznalva a masodik tag atalakitasara:

FoA=F..t F-—FE _llF - Y FE.E
= ==2 1+v =) 2G|= = 1l+v = =
, ey . F=E-F =F ,
Alkalmazva a kétszeres skalaris szorzasra kapott = = llletve = = Osszefiiggeést, a vizsgalt kétsze-

res skalaris szorzat:

F.A-—t F-—~FRE|-F=AF=F-A
= ="G\= 14y 'S) === ==

Az utolso, kapcsos alahuzassal jelolt egyenlségnél felhasznaltuk, hogy szimmetrikus tenzorok kétszeres skala-
ris szorzasanal a tényezok sorrendje felcserélhetd.

A kérdéses egyenloség tehat tényleg fennall!

Ezt figyelembe véve:

H_HZEI(F_FJ..(A_AJdV:I u(A—Aj dv >0

2(v) - = -7 v) -
e

> 0(energia jellegii)

A teljes potencialis energia minimuma elv: [I-11=20

Az Osszes kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6 koziil a teljes potencidlis energia a tényleges
elmozdulasmez6re minimumot szolgaltat.

x>+
Il

1>

%

IT=1I1 csak akkor all fenn, ha és

Egzakt megoldas: ha az 6sszes kinematikailag lehetséges 1T w51 valasztjuk ki a legkisebbet: i =11

Kozelitd megoldas: ha nem az 0Osszes kinematikailag lehetséges T ozl valasztjuk ki a legkisebbet:
ﬁmin =[] )

A teljes potencialis energia minimuma elv sikbeli tartokra

N T . . do =0,€ . A
Példaként vizsgaljunk meg egy sikbeli hajlitott-nyirt tartot, amelyre % =y vonal mentén megoszlo erérend-

szer hat.

Ebben az esetben a virtudlis elmozdulés csak Y iranyu:
Minden kinematikailag lehetséges elmozdulasmezohdz szamithato egy I teljes potencialis energia.

A teljes potencialis energia minimuma elv: =11,
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Vélasszunk két kinematikailag lehetséges elmozduldsmezat:

\;1(z)=clsin|Ez
y . T . 371
v2(z)=clsm|—z e, sin=-2

Ha a trigonometrikus sorban végtelen sok tagot valasztanank, akkor az egzakt megoldast kapnank.

r1-11)

A megoldas pontossagarol energia értelemben is lehet beszélni. A megoldas pontossagat a ( mennyiség
jellemzi.

Hatdrozzuk meg a kinematikailag lehetséges teljes potencialis energiat:

[[=U-W
© v o d2y
=—— K\Z)=——
4 dz (2) dz?
* 1 *  * ; ’zy d2v
u=_ 7 * * Z: = —_——
2820_ Gz:ESZ, dy2

*
*

Itt # jelenti a rad keresztmetszetének kinematikailag lehetséges szogelfordulasat, & pedig a rad kozépvonalka-
nak kinematikailag lehetséges gorbiiletét.

Az elébbieket felhasznalva a teljes potencialis energia els tagja:

*\ 2 %\ 2
* 1 d?v 1 d?v
_[udV=—EII — yszdz:—IXEf — | dz
V) i) (w| 92 2" |

(A

W, =|v(z)q,(z)dz + DViF; + D oM,
(|) i=1 j=1

a koncentrélterdk és

A kiils6 er6k munkaja: nyomatekok munkaja

* *

Egy kinematikailag lehetséges U elmozduldsmez6hoz tartozo 11 teljes potencialis energia:
*\2

* 1 dZV * n_ =* m *
H:EIXEJ. e dz—Iv(z)qy(z)dz—ZviFyi—Zgoij
0) () E i

3.4. A Lagrange-féle variacios elv

A teljes potencialis energia minimuma elv variacidés megfogalmazasa.
A teljes potencialis energia is tekinthet6 funkcionalnak:
M[a]=U[u]- [d-GadV - | d-p,dA
\ ()
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ol _
Peremfeltétel: Ao ,azaz Y értéke adott az A feliileten.
A szélséérték sziikséges feltétele: 611=0 ,
STI=6U — j Su-gdv — j SU-p,dA=0
) () |
A teljes potencialis energianak a tényleges elmozduldsmezére szEéls6értéke van.
Rugalmassagtani feladatok esetén a SI1=0 ¢}y megegyezik (azonos) a virtualis elmozdulasok elvével.

A minimum elégséges feltétele. A széls6érték akkor minimum, ha
5°I1>0
Bizonyithat6, hogy mindkét feltétel teljesiil. A masodik variaciot masodik derivalttal analég médon képezziik.

(=1 1 (6T1-0)
A teljes potencidlis energia minimuma elv és a Lagrange -féle variacios elv

ma azonos.

fizikai tartal-

Kerdes: a teljes potencialis energia minimuma elv (vagy a Lagrange-féle variacios elv) alapjan szamitott eg-
zakt (vagy pontos) megoldas kielégiti-e a rugalmassdgtan egyenletrendszerét?

A S11=0 egyenlet fizikai tartalma:

5H=5U—j50-q—j 5U- P, dA=0
) ()

Az alakvaltozasi energian végezziik el a kovetkezo atalakitasokat:

oU = [ sudv =115(E--A)dv = [E-sAdV =
) 20y T T n-

- jg-&(uov)dvz jg-(&uov)dvz
V) V)

S/ [[(su-E-v)-su(E-V)]dv =
D v B
= Su-F-fidA - [eu-(E-V)dv
" [ su-E-ndA+ [ ou-F-idd
(%) ()=0

: . g . A e g o U .
Az el6z6 bsszefiiggés negyedik egyenlSségjele utan az = alakvaltozasi tenzor helyére U °V -t (azaz az alakval-

. D ... (o
tozasi vektor = derivalt tenzorat) irtuk, mert

F-| 6oV |=F--SA+E-6¥
E o | T TES

F.¥=0 o ¥ L . . : o o
Az = = egyenletet azért irhattuk, mert = ferdén szimmetrikus, és egy szimmetrikus €s egy ferdén szim-

metrikus tenzor kétszeres skalaris szorzata nulla.

A U Osszefliggésen végrehajtott atalakitasok eredményét behelyettesitve a Lagrange-féle variacios elvbe és
azt atrendezve:

ST=-[ou-[E-V+q|av+ [ ou-[E-fi-p,|dA=0.
v) A

P

Mivel U tetszoleges, ezért a s11=0 egyenlet csak akkor teljesiil, ha a [ ]-ben levo kifejezések kiilon-kiilon
egyenlok zérussal. Ebbdl kdvetkezik, hogy a teljes potencialis energia minimuma elve tartalmazza

! Joseph-Louis Lagrange (Giuseppe Lodovico Lagrangia) (1736-1813) francia matematikus
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-az egyensulyi egyenleteket és

|

Im Im
=]

-az ~ 0 dinamikai peremfeltételeket.

A variacidszamitas szerint, ha a szoba johetd dsszes fiiggvényt figyelembe vessziik (konkurenciaba bocsajtjuk),

akkor egzakt megoldast kapunk, mert

- A kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6 kielégiti a kinematikai egyenletet €s a kinematikai peremfeltéte-
leket.

A Sl1=0 Lagrange-féle variacios elv pedig tartalmazza az egyensulyi egyenletet, a dinamikai peremfeltételt,
valamint az anyagtorvényt.

Azaz U, amelynél a [T _nek minimuma van, kielégiti a rugalmassagtan egyenletrendszerét, tehat egzakt meg-
oldas.

Egzakt megoldas: Ha az 6sszes kinematikailag lehetséges elmozdulasmezot figyelembe vessziik, akkor kielé-
giilnek az egyensulyi egyenletek és a dinamikai peremfeltételek is.

Kozelité megoldas: Ha a figyelembe vett fiiggvények halmaza nem tartalmazza az 6sszes kinematikailag lehet-
séges elmozdulasmez6t, akkor a minimum elv, vagy variacios elv igyekszik kielégiteni az
egyensulyi egyenleteket és a dinamikai peremfeltételeket.

Ekkor az egyensulyi egyenletek €s a dinamikai peremfeltételek csak kozelitdleg elégiilnek
ki.
3.5. A Ritz-médszer

A Ritz’-modszerrel kozelité megoldas allithaté el a teljes potencialis energia minimum elv felhasznalasaval.
Az Osszes kinematikailag lehetséges elmozduldsmezdbdl egy részhalmazt ragadunk ki. A kinematikailag meg-
engedett elmozdulasmezdt véges szami (N darab) paraméter segitségével allitjuk el6:

u=u(c,c,,..C,)

igy teljes potencialis energiaban is csak az el6bb bevezetett N darab (ismeretlen) paraméter jelenik meg:

M=T1(c,.c,..., )

Ez azt jelenti, hogy nem vessziik figyelembe az 0sszes kinematikailag lehetséges elmozdulasmezdt, ami kine-
matikailag megengedett, hanem csak M-et. Ezek koziil a mez8k koziil az adja a jobb kozelitést, melyre fennall a

51‘[=@§c1 +@5C2 +...+@50n =0
oc, oc, 0

n
feltétel, hiszen a variacioképzés formalisan paraméterek szerinti differencialt jelent.
Mivel GrC2-C egymastol fliggetlen, tetszOlegesen valaszthatd paraméterek, ezért

oc, =0, oc, =0, ' 6c, #0

A ST1 tehat csak akkor lehet nulla, ha a 9C k egyiitthatodi kiilon-kiilon nullaval egyenldk:

2 Walter Ritz (1878-1909) svajci fizikus
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ol_g
oc,
on_,
ac, o n darab lineéaris algebrai egyenlet.
al_y
oc,
Ezzel tehata &G = G paraméterekre egy inhomogeén, linearis algebrai egyenletrendszert kaptunk, amelynek

megoldésa szolgaltatja a feladat kdzelitd megoldasat.

Példa a Ritz-modszer alkalmazasara

Tekintsiink egy befogott tartot, melynek ismerjiik a geometriai adatait (I’ IX) , anyaganak rugalmassagi modulu-

sat (E ), valamint a terhelését (qo ).

v N

R

> | <
O
S

A
A4

Hatdrozzuk meg a tartd sulyponti szalanak deformalt alakjat

a) Betti-tétellel (csak a B végpont Ve elmozduldsat és a %8 szogelfordulasat),
b) arugalmas szal differencialegyenletének megoldasaval,
¢) Ritz-modszerrel.

a) Megoldas Betti-tétellel:

A v, meghatarozasahoz a B keresztmetszetben fel kell venni egy egységnyi, y irdnyu ert. Az eredeti terhe-
léshez és az egységnyi er6hdz tartozo igénybevételi abrak a kovetkezd abran lathatok.

Eredeti terhelés: A Ve kiszamitasahoz felvett ER:

1kN

YN

vN

YN
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Qol? G o
M = lz+—> =—(1-2).
o (2) 5 Z+ ) Z m, (I1-2)

Betti-tétel: W,, =U,,.

2 3 3 4
vB:iJ‘thmvdz L 0 = (- I)+4ﬁ(—lj S VA O
LE 61 E| 2 8 L 2)| 6ILEl 2 4 8l E

A ¢, szogelfordulds szdmitasdhoz a tartora a B pontban egy egységnyi nyomatékot kell felvenni, majd az
el6z6 gondolatmenethez hasonldan jarunk el.

A ¢, kiszamitasahoz felvett ER:

Ay

1 KNm 1kNm
7 j—é

A | B

m, A
1 1
Z
. 2 |2 I°
Betti-tételbdl: ¢, = _[ My, m,dz = 61.E {q; H q(é }: E?IO E

b) Megoldas a rugalmas szal differencidalegyenletének felhasznalasaval:

A hajlitott-nyirt tarté rugalmas szalanak differencial-egyenlete:

d’v _th(z): L qo——q0|2+q° 2
d?  1E  LE| 2 2

A szogelfordulas differencial-egyenlet egyszeri integralasaval hatarozhatd meg:

(Z):_QZJ‘MhX—(Z)dZ“‘Cl:i qo_lzz_q_olzz_F%za +C .
dz 4 LE ILE| 2 2 6 '

A c, értéke a peremfeltételbol adodik.
A peremfeltétel a z =0 helyen (a befogasi helyen) ¢, =0.

(pA(z=O):0=é[0+0+0]+cl = ¢ =0.

, N e 1 q0|2 _qol 2,9 3
Tehat a szogelfordulas fiiggvény: p(2)=—r| 2—2--L7"+-212
lE| 2 2 6
. 11ql® ql* ql*| q)l°
A B keresztmetszet szogelfordulasa: ¢, =¢p(z=1)=—"+| 20— -2+ 2 |= 20
zmetszet szgelfordulisa: ¢, = )IE{Z 2 6 | 6IE

A lehajlas értékét a rugalmas szal differencial-egyenletébdl kétszeri integralassal hatarozhatjuk meg:

M, (2) 1ql*2* qlz® q,z*
v(z)z—I(Ihx—dzJ dz— c, z+c2=——{°————°—+—°— +C,.
{ | 0 . 2 2 23 614

A peremfeltétel z=0 -nal v, =0, ebbdl pedig az el6bbihez hasonlé moédon kdvetkezik, hogy ¢, =0.

X
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isfiigevény tehit B I L T '
Az elmozdulasfiiggvény tehat: v(z)= 2|74 z 5 z +24Z .

X

A B keresztmetszet y iranya elmozdulasa:

__i{qol“_qol“+qol4}_iqol4_ Q!

4 6 24| 241E B8LE’

¢) Megoldas Ritz-modszerrel.:

Legyen kinematikailag lehetséges kozelité elmozdulasmez6 polinom:
. n
V(2)=Y ez =c, +¢z+C,2% +C,20 4,2t +.tc 2"
i=0

*

A peremfeltételek:  z=0-nal v

0 = c, =0,

z=0-nal (p:—%:o = c,=0.
z

1. Kéozelités madsodfoki polinommal:

Az els6 kozelité elmozdulasmez6t allitsuk el a fenti mdasodfoku kdzelité polinom segitségével. A peremfelté-
telek miatt a kozelitd polinomban most csak a masodfoku tag szerepel. A kozelitd mezd és derivaltjai:

- dv,(z) d®v,(z)
2 2 2
VZ(Z)ZCZZ 5 TZZCZZ, TZZCZ.
A teljes potencialis energia:
2
3

=1 d2vs (2 - 1 I
HZ:EIXE(L A dz_J'(—qo)VZdz:EIXE(4C§|)+quz§

2
dz i
: Al s . oll, I°
A teljes potencialis energia széls6értékének feltétele: 5 =0=4l,Ec,l +q, 3
C2
. ., ql?
Innen c, kifejezhetd: ¢, =————.
121, E
T . %Iz 2 de qol2
A kozelit6 megoldas: v, (z)=———12°, )=——==—"—12
£ (D)= ¢ ()= ~51 e
Ezekbe az 6sszefiiggésekbe z =1 értéket behelyettesitve:
()2t (B)- 2
2 121 E’ 2 61 E

2. Kozelités harmadfoku polinommal:

A kozelit6 elmozdulasmezo legyen harmadfoku polinom:

* *

dV3(Z)
dz

vs(z)=c,z* +¢,2°, =2¢,2+3c¢,2°%,

A teljes potencialis energia:
* 2

2 *
d ;/232(2) dz - j(—qo)vs dz = 2IXEJ(C2 +3c3z)2dz +qoj(c222 +c323) =
O 0] 0

* 1
=—1|E
[l 5 (IJ;

|3 4
= ZIXE(J;)(CZZ +6¢,C,2 +9¢37° ) dz + g (ng—l—c?) Zj:
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3 4
=21,E(cjl+3c,cl’ +3c§|3)+q0£02|§+c3|—J

4
T 3
A szélsoérték feltétele: o, _ 0=LE (4Ic2 +6l%c, ) +0, I—,
oc, 3
oll, |4

=0=1E(6l%, +12I%. )+q, —.
803 X ( 2 3) q04

A megoldand¢ linearis algebrai egyenletrendszer:
3
2lc, +3l°c, = _ G

61.E
4
3l%c, +6l°c, = _ Gl
81LE
\ 3 o - , : Gl
Az elsé egyenletet EI -lel megszorozva, majd a masodik egyenletbdl kivonva kapjuk c, -at: ¢, = DILE

E | 5q,1°
Ezt visszahelyettesitve: C, = %[— :IO E 31* 12q|0 E j - 22: E

50" o Gl s
241, E° 121E

A kozelité elmozdulasmezd: vy(2)=

* * *

_ 5% L ql” G
241 E 121 E 8l E

A B keresztmetszet kozelit elmozdulasa: v,; =v,(z=1) =

2
A kozelité szogelfordulismezo: J(2)=— 152q|°'E z+ 4?°'E 22,

|3
A B keresztmetszet kozelité szogelfordulasa: ¢,; = %qo—

X

3. Kozelités negyedfoku polinommal.

A kozelit6 elmozduldsmezo6 legyen negyedfoku polinom:

* dV4(Z)

2
Va(z)=c,2° +¢,2° +¢,2°, dva(z)

ZZ

2 3 2
=2¢,2+3c,2° +4c,77, =2¢, +6¢,z2+12¢,z°.

v ()|
(2

! |
dz?

A teljes potencidlis energia: [], = > b EI
()

dz +q, I v,dz.
U]
d®va(z)
dz’
s0 tag integralja:

A = 2¢, +6¢,z +12c,z” haromtagh kifejezést négyzetre emelve, majd az integralast elvégezve, az el-

* 2
d?va(z)
dz?

dz = 4c2l +12c21° +%c§l5 +12¢,¢,1° +%8czc4l3 + %c&tl“.

Q]
* |3 4 |5
A masodik tagja integralja: q, I v,dz=q, (CZ 3 +C, " +cC, EJ
0]

A sz€ls6érték meghatarozasahoz el kell allitanunk [, megfeleld paraméterek szerinti derivaltjait:
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* 3
ol =0= IXE(8|C2 +121%c, +16I3C4)+qo|§,

aoc,
8H4 N 3 2 4 I4
. =0=1,E(241%, +12I°c, + 36l C4)+%Z’

* 5
oIl —0= |XE(@|5C4 +161°, +36I4c3j+qo|—.
ac, 5 2

A megoldand¢ linearis algebrai egyenletrendszer:

3
8lc, +121%, +161°%, = — 200!
3ILE
4
1217, + 241%, + 361°c, = — 20!
41E
5
1617, + 361, + 228 15¢, = — 2%
5 5ILE
Az egyenletrendszer megoldasa: ¢, =— Ql° C. —— Gl c =%
. 2 4IXE1 3 GIXE’ 4 24le

2
A kdzelité megoldés az elmozdulasmezdre: v, (z)= N LI P N
ILE\ 4 6 24
A negyedfoku polinommal kapott kozelité megoldas megegyezik az egzakt megoldassal!
Ez azért van igy, mert az M, (z) nyomatéki fiiggvény masodfoku. A rugalmas szal differencidl egyenletébdl
ezért az egzakt megoldasra egy negyedfokl polinomot kapunk. Itt a Ritz-modszernél felvett negyedfoku

polinomsereg tartalmazza azt a negyedfoku fiiggvényt is, ami a tényleges (egzakt) megoldas, ezért adodik be-
16le az egzakt megoldas.

3.6. A teljes kiegészité energia minimuma elv

A teljes kiegészit0 energia minimuma elv konzervativ erérendszerek esetén érvényes.

: s . o, ) e:e(F)ZF..A_u
A fajlagos kiegészité alakvaltozasi energia értelmezése: = =

Linearisan rugalmas anyag esetén:
40, AQ

do

do

Sz
>

ds ds

z
»

Altalanos esetben a fajlagos kiegészitd energiat a fesziiltségi koordinatak, mig a fajlagos alakvéltozasi energiat
az alakvaltozasi koordinatak fiiggvényének tekintjiik:

e=e(F)=e(o,.0,, ...



Pl. tiszta hizds-nyomas esetén: €= e(a) ¢s U= u(g).
Az 4bran jol lathato az € értelmezése.
A test kiegészitd alakvaltozasi energiaja a fajlagos kiegészitd alakvaltozasi energia 0sszegzésével hatdrozhatd
meg:
E=[edv=[(E-A-u)dv
v v

K=K(F)=E- | G,-F-ridA

A test teljes kiegészito energidajanak értelmezése: (A)

Minden = statikailag lehetséges fesziiltségmezéhoz eldallithatd K statikailag lehetséges teljes kiegészité ener-
gia:

K=K(E)=E- j -F-n
A teljes kiegészitd energia minimuma elv levezetése a potenc1alls energia minimuma elv levezetésével analog
modon torténik.
A teljes kiegészito energia minimuma elv: K-K=0

Az Osszes statikailag lehetséges fesziiltségmezo koziil a teljes kiegészitd energia a tényleges fesziiltségmezdre
minimumot szolgaltat.

Ebben az esetben az elsédleges ismeretlen a fesziiltségmez6, mig az alakvaltozasi és az elmozdulasmezd szar-
maztatott ismeretlen.

Egzakt megoldas: ha az Osszes statikailag lehetséges K koziil valaszthatjuk ki a legkisebbet: Kimin =K |

Kozelité megoldas: ha nem az Gsszes statikailag lehetséges K koziil valasztjuk ki a legkisebbet: Kimin # K

A teljes kiegészité energia minimuma elv tartalmazza a kinematikai egyenleteket és a kinematikai peremfeltéte-
leket.

Az energialevek nem linedrisan rugalmas testek kis alakvaltozasara is érvényesek, nem érvényesek viszont tes-
tek nagy alakvaltozasai esetén.

3.7. A Castigliano-féle variacios elv

A Castigliano®-féle variacios elv a teljes kiegészits energia minimuma elv variaciés megfogalmazasa.

Hozzunk létre egy statikailag lehetséges fesziiltségmezodt a tényleges fesziiltségmezo kis megvaltoztatasaval:

E=E+6F
F i ,
Az = akkor statikailag lehetséges, ha
(V) F-V+4=0 =  SF-v=0.
(A) Ffi=p =  JSF-i=0
A teljes kiegészitd energiat is tekinthetjiik funkcionalnak: K [5] [ ] J. ‘E-n
(A)

A variacios elvet linearisan rugalmas anyagokra vezetjiik le, ebben az esetben E=U .
Bizonyitjuk, hogy a tényleges F -re a K teljes kiegészitd energianak szélséértéke van: oK =0 és ez a szElsdér-

ték minimum: 62K >0.

% Carlo Alberto Castigliano (1847-1884) olasz mérnok.
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Az A és F tenzorok nem fliggetlenek egymastol, ezért linedrisan rugalmas esetben a K teljes kiegészitd és az
U alakvaltozasi energia F -re nézve kvadratikus (mésodfoktl) kifejezés, igy statikailag lehetséges fesziiltség-

mezdben csak legfeljebb masodrendi tagok szerepelnek:

R=K+5K+52K, U=U+dU+5%U.

.....

Az integrandusz; Su = 5(;F Aj:%((SF--A+F--5A).

Bizonyithato, hogy SF - oA.

A=
Ezt felhasznalva: 6u =06 E

E..

rrrrrr

5K = jéi--édV— [ u0-55ﬁdA.
) (A)

A virtualis munka elvének felhasznalasaval tovabbi atalakitasokat végezhetiink:

jE--;Advzj&-qu+j&-E-ﬁdA.
) ®

-ndA.

—
D
«Q
<
@D
x>«
1>
[
@D
=~
=
o
=
<y
Il
=2
1>
o
<
Il
[ —
<
el
o
<
+
> —
<
laall

I&F--Adv [ dy-0F -idA+ [ U,-SF-ridA,
v) ) (A)

Egy oldalra rendezve: 6K = J' OF--AdV - J' Uy-6F-ndA=0.
v) A)

A teljes kiegészitd energianak tehat az F tényleges fesziiltségmezdre szélsdértéke van.

A teljes kiegészit0 energia minimuma elv szerint: K-K =0,

SK +5%K >0,
=0

0°K >0
A széls6érték tehat minimum.

3.8. Kozelito megoldas eléallitasa a teljes kiegészité energia minimuma elv felhasznalasaval

Ez a Ritz-médszerrel analog eljaras.

n
A statikailag lehetséges fesziiltségmez6t véges sorral kozelitjik: k=1
Ennek teljesitenie kell az egyenstlyi egyenletet és a dinamikai peremfeltetelt

(V) E-v+d=0, (A) E-n=p,

IITI
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K=U-[G,-F-idA U=U(B,B,,..,B,).
A teljes kiegészitd energia: (A)
5K = a—UaBk ->"68, [ 4,-F, -fidA=0.
ek et . k=1 0B, =L (A)
A szélsoérték feltétele: .

Mivel B (k :]”2""’”) egymastol fliggetleniil, tetsz6legesen valtoztathatd paraméterek, ezért az egyiitthatok-
nak kell nullanak lenniiik.

ﬁ_ u.-F -n
0B, n)

Ez egy N ismeretlenes inhomogén algebrai egyenletrendszer a By jsmeretlenekre.
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